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Àííîòàöèÿ
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèíòàêñè÷åñêèå êâàíòîâûå âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû
(ÑÊÂÏ), âû÷èñëÿþùèå áóëåâû óíêöèè ñ áîëüøîé íàäåæíîñòüþ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ òåõíè-
êà êëàññè÷åñêîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÊÂÏ, äàåòñÿ îöåíêà ñëîæíîñòè
òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Íà ïðèìåðå óíêöèè MODm ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè
äåòåðìèíèðîâàííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áëèçêà ê îïòèìàëüíîé. Ïðåäëàãàåìàÿ òåõíèêà êëàñ-
ñè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÊÂÏ äàåò äðóãîå (êîíñòðóêòèâíîå) äîêàçàòåëüñòâî âêëþ÷å-
íèÿ êëàññà óíêöèé, âû÷èñëèìûõ ÑÊÂÏ êîíñòàíòíîé øèðèíû â êëàññ ñëîæíîñòè NC
1
.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàíòîâûå àëãîðèòìû, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé, âåòâÿùàÿñÿ ïðî-
ãðàììà.
Ââåäåíèå
Îñíîâû òåîðèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé çàëîæåíû â 80-õ ãîäàõ äâàäöàòîãî ñòîëå-
òèÿ â ðàáîòàõÞ. Ìàíèíà è . Ôåéíìàíà [1, 2℄. Õîðîøèì ââåäåíèåì â ïðîáëåìàòèêó
êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ è êâàíòîâûõ ìîäåëåé âû÷èñëåíèé ÿâëÿþòñÿ êíèãè [36℄.
Èññëåäîâàíèÿ ñðàâíèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âû÷èñëåíèé àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ñ íà÷àëà âîçíèêíîâåíèÿ
òåîðèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû  èçâåñòíàÿ ìîäåëü âû-
÷èñëåíèé. Â êíèãå [7℄ ïðåäñòàâëåí ñîâðåìåííûé âçãëÿä íà ýòó ìîäåëü âû÷èñëåíèé
è èçëîæåíû ðåçóëüòàòû ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé ïî òåîðèè è ïðàêòèêå âåòâÿùèõñÿ
ïðîãðàìì.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèíòàêñè÷åñêèå êâàíòîâûå âåòâÿùèåñÿ
ïðîãðàììû (ÑÊÂÏ), âû÷èñëÿþùèå áóëåâû óíêöèè ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé.
Â ðàáîòå [8℄ äîêàçàíî, ÷òî êëàññ óíêöèé, âû÷èñëèìûõ ÑÊÂÏ êîíñòàíòíîé øè-
ðèíû, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ñëîæíîñòè NC1 . Â îáçîðå [9℄ ïðèâîäÿòñÿ âñå íåîá-
õîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [8℄ è åå ðàñøèðåííîãî
èçëîæåíèÿ [10℄.
Â ñòàòüå ïðåäñòàâëÿåòñÿ òåõíèêà ïîñòðîåíèÿ êëàññè÷åñêîé äåòåðìèíèðîâàííîé
âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû (ÄÂÏ), âû÷èñëÿþùåé òó æå óíêöèþ, ÷òî è èñõîäíàÿ
ÑÊÂÏ. Ïðåäëàãàåìàÿ òåõíèêà ïî ÑÊÂÏ Q øèðèíû w(Q) (øèðèíà âåòâÿùåéñÿ
ïðîãðàììû  ýòî ñëîæíîñòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè) ñòðîèò ÄÂÏ P øèðèíû w(P ) ≤ (1 + 1/ε)2w(Q) , ãäå ε ∈ (0, 1/2)  ïî-
êàçàòåëü íàäåæíîñòè âû÷èñëåíèÿ óíêöèè ïðîãðàììîé Q . Ýòà âåðõíÿÿ îöåíêà
íà øèðèíó w(P ) äàåò íèæíþþ îöåíêó w(Q) ≥ c(ε) logw(P ) íà øèðèíó w(Q)
ÑÊÂÏ Q , ïðåäñòàâëÿþùóþ óíêöèþ f . Íà ïðèìåðå óíêöèè MODm ïîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà òî÷íà ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé
êîíñòàíòû.
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Ïðåäëàãàåìàÿ òåõíèêà êëàññè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÊÂÏ äàåò äðóãîå (êîí-
ñòðóêòèâíîå) äîêàçàòåëüñòâî âêëþ÷åíèÿ êëàññà óíêöèé, âû÷èñëèìûõ ÑÊÂÏ êîí-
ñòàíòíîé øèðèíû, â êëàññ ñëîæíîñòè NC1 . Íåêîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òà-
êîãî âêëþ÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíî â [8℄.
1. Îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû
Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì îïðåäåëåíèÿ (ñì. [9℄).
1.1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà (ÄÂÏ) íàä ìíîæå-
ñòâîì ïåðåìåííûõ X = {x1, . . . , xn}  ýòî îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðà,
âåðøèíû êîòîðîé äåëÿòñÿ íà ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ è ìíîæåñòâî èíàëüíûõ âåð-
øèí. Ôèíàëüíûå âåðøèíû íå èìåþò èñõîäÿùèõ ðåáåð è ïîìå÷åíû íóëåì èëè åäèíè-
öåé ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííàÿ x ∈ X ,
êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà èìååò äâà èñõîäÿùèõ ðåáðà, ïîìå÷åííûå 0 (x = 0) è 1
(x = 1) ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëåíèå ÄÂÏ P íà äâîè÷íîì íàáîðå σ = σ1 . . . σn íà-
÷èíàåòñÿ èç âûäåëåííîé íà÷àëüíîé âåðøèíû. Åñëè òåêóùåé âíóòðåííåé âåðøèíå a
ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííàÿ xj , òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä èç ýòîé âåðøèíû ïî σj -
ðåáðó. ÄÂÏ P âû÷èñëÿåò áóëåâó óíêöèþ f(X) , åñëè íà êàæäîì âõîäå σ ïðî-
ãðàììà P äîñòèãàåò èíàëüíîé âåðøèíû f(σ) .
Òàêîå çàäàíèå ÄÂÏ áóäåì íàçûâàòü ¾ãðàîâûì¿ çàäàíèåì ÄÂÏ.
Âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà íàçûâàåòñÿ óðîâíåâîé, åñëè åå âåðøèíû ìîãóò áûòü ðàç-
áèòû íà óðîâíè 0, 1, . . . òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ i ≥ 0 ð¼áðà èç âåðøèí óðîâíÿ i
âåäóò òîëüêî â âåðøèíû óðîâíÿ (i+ 1) .
Øèðèíà w(P ) óðîâíåâîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû P  ýòî ìàêñèìóì êîëè÷åñòâà
âåðøèí íà óðîâíå, âçÿòûé ïî âñåì óðîâíÿì ïðîãðàììû P .
Äëèíà l(P ) óðîâíåâîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû P  ýòî ÷èñëî óðîâíåé ïðîãðàì-
ìû P .
Óðîâíåâàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà P íàçûâàåòñÿ çàáûâàþùåé, åñëè íà ëþáîì
óðîâíå P òåñòèðóåòñÿ òîëüêî îäíà ïåðåìåííàÿ. Êàæäàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà
P ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà (ñ ïîëèíîìèàëüíûì óñëîæíåíèåì) â çàáûâàþùóþ
âåòâÿùóþñÿ ïðîãðàììó P ′ , âû÷èñëÿþùóþ òó æå ñàìóþ óíêöèþ [7℄.
Îïðåäåëÿåìàÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ëèíåéíàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà [8℄ îáîá-
ùàåò ïîíÿòèå çàáûâàþùåé äåòåðìèíèðîâàííîé ïðîãðàììû è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
îïðåäåëÿåìîé äàëåå â ñòàòüå êâàíòîâîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû.
1.2. Ëèíåéíàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà (ËÂÏ) P íàä ìíîæåñòâîì ïå-
ðåìåííûõ X = {x1, . . . , xn} è íàä d-ìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V
d
åñòü
òðîéêà
P = 〈T, |µ0〉, F 〉 .
• Ìíîæåñòâî Bd = {|1〉 = (1, 0, . . . , 0) , . . . , |d〉 = (0, . . . , 0, 1)} áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ áóäåì íàçûâàòü áàçèñíûìè ñîñòîÿíèÿìè ËÂÏ.
• Âåêòîðà |µ〉 =
d∑
i=1
zi|i〉 ïðîñòðàíñòâà Vd áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèÿìè.
• Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòîÿíèé P îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ T =
= (T1, . . . , Tℓ) (äëèíû ℓ) èíñòðóêöèé. Êàæäàÿ èíñòðóêöèÿ Ti  ýòî òðîéêà
Ti = {ji,Mji(0),Mji(1)} , ãäå ji îïðåäåëÿåò ïåðåìåííóþ xji , ñ÷èòûâàåìóþ íà
øàãå i , Mji(0) è Mji(1)  ýòî (d × d)-ìàòðèöû  ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V
d
.
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• |µ0〉  íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïðîãðàììû P .
• F ⊆ Bd  ïîäìíîæåñòâî áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé, ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäåì íàçû-
âàòü ïðèíèìàþùèìè ñîñòîÿíèÿìè. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà F¯ = Bd\F áóäåì íà-
çûâàòü îòâåðãàþùèìè ñîñòîÿíèÿìè. ×åðåç Aept è Rejet áóäåì îáîçíà÷àòü
ìíîæåñòâà èíäåêñîâ ïðèíèìàþùèõ è îòâåðãàþùèõ ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâåííî:
Accept = {i : |i〉 ∈ F} è Reject = {i : |i〉 ∈ F¯} .
Âû÷èñëåíèå ïðîãðàììû P íà âõîäå σ = σ1 . . . σn ∈ {0, 1}n îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:
1) âû÷èñëåíèå P íà÷èíàåòñÿ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |µ0〉 ;
2) íà i-ì øàãå âû÷èñëåíèÿ P ïðèìåíÿåòñÿ èíñòðóêöèÿ Ti : åñëè xji = σji , òî
ê òåêóùåìó ñîñòîÿíèþ µ ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Mji(σji) è ïðîãðàììà P
ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå |µ′〉 = Mji(σji )|µ〉 (ñîñòîÿíèÿ ïðîãðàììû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â
âèäå âåêòîð-ñòîëáöîâ);
3) èíàëüíûì ñîñòîÿíèåì (ñîñòîÿíèåì ïîñëå ïîñëåäíåãî øàãà ℓ) áóäåò ñîñòîÿ-
íèå
|µ(σ)〉 =
1∏
i=ℓ
Mji(σji )|µ0〉 .
Îïðåäåëåííàÿ âûøå ëèíåéíàÿ ïðîãðàììà ÿâëÿåòñÿ çàáûâàþùåé è èìååò ℓ + 1
óðîâåíü. Íóìåðàöèÿ óðîâíåé íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ, ïîñëåäíèé (èíàëüíûé) óðîâåíü
èìååò íîìåð ℓ .
Øèðèíîé w(P) ËÂÏ P áóäåì íàçûâàòü ðàçìåðíîñòü d ïðîñòðàíñòâà Vd ñî-
ñòîÿíèé P , à ÷èñëî ℓ  äëèíîé l(P) ïðîãðàììû P .
Òåïåðü çàáûâàþùóþ ÄÂÏ ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1.3. Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå çàáûâàþùåé ÄÂÏ. Çàáûâàþùàÿ ÄÂÏ 
ýòî ËÂÏ íàä âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì Fd , ãäå F  ïîäõîäÿùåå êîíå÷íîå ïîëå.
Ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé òàêîé ËÂÏ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Bd áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé.
Ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé M çàäàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà Bd .
Âõîäíîé íàáîð σ ïðèíèìàåòñÿ, åñëè |µ(σ)〉 ∈ F .
1.4. Êâàíòîâàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà (ÊÂÏ)  ýòî ËÂÏ íàä êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûì ãèëüáåðòîâûì d-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì Hd . Ñîñòîÿíèÿìè ÊÂÏ
Q ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà |ψ〉 =
d∑
i=1
zi|i〉 ñ åäèíè÷íîé íîðìîé
‖ |ψ〉 ‖ =
√√√√ d∑
i=1
|zi|2 = 1.
Îíè íàçûâàþòñÿ ÷èñòûìè ñîñòîÿíèÿìè èëè ïðîñòî ñîñòîÿíèÿìè ÊÂÏ. Ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ÊÂÏ çàäàþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè óíèòàðíûìè d× d ìàòðèöàìè.
Åñëè |ψ(σ)〉 =
d∑
i=1
zi|i〉  èíàëüíîå ñîñòîÿíèå ÊÂÏ ïîñëå ñ÷èòûâàíèÿ âõîäà σ ,
òî âåðîÿòíîñòü pacc(σ) ïðèíÿòèÿ âõîäà σ ïðîãðàììîé P îïðåäåëÿåòñÿ êàê
p
a
(σ) =
∑
i∈Accept
|zi|
2.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ε > 0 . îâîðÿò, ÷òî ÊÂÏ Q âû÷èñëÿåò óíêöèþ f
ñ íàäåæíîñòüþ 1/2 + ε , åñëè äëÿ σ ∈ f−1(1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p
a
(σ) ≥
1/2 + ε , à äëÿ σ′ ∈ f−1(0)  íåðàâåíñòâî p
a
(σ) ≤ 1/2− ε .
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1.5. Ñèíòàêñè÷åñêèå âåðîÿòíîñòíûå è êâàíòîâûå âåòâÿùèåñÿ ïðî-
ãðàììû. Èç îïðåäåëåíèÿ ÊÂÏ, ïðåäñòàâëÿþùåé óíêöèþ ñ íàäåæíîñòüþ 1/2+ε,
ñëåäóåò, ÷òî èíàëüíûå ñîñòîÿíèÿ (ñîñòîÿíèÿ ℓ-îãî óðîâíÿ) ïðîãðàììû, äîñòèæè-
ìûå íà âõîäíûõ íàáîðàõ σ èç {0, 1}n ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ìíîæåñòâà
A = {|ψ(σ)〉 : p
a
(σ) ≥ 1/2 + ε} è R = {|ψ(σ)〉 : p
a
(σ) ≤ 1/2− ε}.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ρ(A,R) ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è R îöåíèâàåòñÿ
ñíèçó íåêîòîðîé êîíñòàíòîé θ(ε) . (àññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè îïðåäåëÿåòñÿ
ñòàíäàðòíî íà îñíîâå ìåòðèêè ρ(|ψ〉, |ψ′〉) = ‖ |ψ〉 − |ψ′〉 ‖).
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà A è R èçîëèðîâàíû. Â ñëó÷àå
ìíîãî ðàç ÷èòàþùèõ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì ìîãóò âîçíèêàòü èêòèâíûå ñîñòîÿ-
íèÿ (ñîñòîÿíèÿ, íå äîñòèæèìûå ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà âõîäíûõ íàáîðàõ). Ïðè ýòîì
èêòèâíûå èíàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò ¾ðàçðóøèòü¿ ñâîéñòâî èçîëèðîâàííîñòè
ìíîæåñòâ A è R .
Îïðåäåëåíèå 2. ÑÊÂÏ  ýòî ïðîãðàììû, ìíîæåñòâî âñåõ èíàëüíûõ ñîñòîÿ-
íèé (äîñòèæèìûõ è èêòèâíûõ) êîòîðûõ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà èçîëèðîâàííûõ ìíî-
æåñòâà.
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî âñå èíàëüíûå ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 =
= (z1, . . . , zd) (äîñòèæèìûå è èêòèâíûå) ÑÊÂÏ Q ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ìíîæåñòâà
[A] =

|ψ〉 :
∑
i∈Accept
|zi|
2 ≥ 1/2 + ε

 è [R] =

|ψ〉 :
∑
i∈Accept
|zi|
2 ≤ 1/2− ε

 .
Îòìåòèì, ÷òî êâàíòîâàÿ ìîäåëü îäèí ðàç ÷èòàþùåé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû
(êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ íà êàæäîì ïóòè âû÷èñëåíèÿ ìîæåò ÷èòàòüñÿ òîëüêî îäèí
ðàç), âû÷èñëÿþùàÿ óíêöèþ f ñ íàäåæíîñòüþ 1/2+ ε , ÿâëÿåòñÿ ñèíòàêñè÷åñêîé.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü óíêöèÿ f âû÷èñëèìà ÑÊÂÏ Q ñ íàäåæíîñòüþ 1/2 + ε .
Òîãäà f âû÷èñëèìà ÄÂÏ P , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
l(P ) = l(Q) = ℓ
è
w(P ) ≤
(
1 +
1
ε
)2w(Q)
.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
Ïîëîæèì w(f) = min{w(P )} , ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ÄÂÏ P , âû÷èñ-
ëÿþùèõ óíêöèþ f . Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò íèæíÿÿ îöåíêà íà
w(Q) .
Ñâîéñòâî 1. Åñëè óíêöèÿ f âû÷èñëèìà ÑÊÂÏ Q ñ íàäåæíîñòüþ 1/2 + ε ,
òîãäà
w(Q) ≥ c(ε) logw(f)1.
åàëèçàöèÿ óíêöèè MODm â îäèí ðàç ÷èòàþùèõ ìîäåëÿõ ÄÂÏ è ÑÊÂÏ
(â ýòîì ñëó÷àå ÑÊÂÏ åñòü â òî÷íîñòè ÊÂÏ) ïîêàçûâàåò, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà ñâîé-
ñòâà 1 òî÷íà ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû. (MODm(σ) = 1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî åäèíèö â íàáîðå σ êðàòíî m .)
1
Âñå ëîãàðèìû â äàííîé ðàáîòå áåðóòñÿ ïî îñíîâàíèþ 2 .
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Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ [10℄, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé îäèí ðàç ÷èòàþùåé ÄÂÏ P , âû-
÷èñëÿþùåé MODm , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî w(P ) ≥ m .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë p â [10℄ ïðèâîäèòñÿ îäèí ðàç ÷èòàþùàÿ
ÊÂÏ Q , âû÷èñëÿþùàÿ MODp ñ íàäåæíîñòüþ 1/2 + ε , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî w(Q) = O(log p) .
2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ïî ÑÊÂÏ Q
ñòðîèòñÿ ÄÂÏ DP ýêñïîíåíöèàëüíîé (îò ℓ) øèðèíû, âû÷èñëÿþùàÿ òó æå óíê-
öèþ f . Íà âòîðîì ýòàïå ïî ÄÂÏ DP ñòðîèòñÿ èñêîìàÿ ÄÂÏ P .
2.1. Ïåðâûé ýòàï (ïîñòðîåíèå ÄÂÏ DP). Âû÷èñëåíèå ïðîãðàììû Q íà
íàáîðàõ σ ∈ {0, 1}n  ýòî ℓ-øàãîâûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòîÿíèé, íà÷èíà-
þùèåñÿ ñ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ0〉 . Âñå âîçìîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïðîãðàììû Q íà
âõîäíûõ íàáîðàõ èç {0, 1}n ïðåäñòàâëÿþòñÿ (ℓ + 1)-óðîâíåâîé çàáûâàþùåé ÄÂÏ
DP , çàäàâàåìîé â âèäå ïîëíîãî (ℓ + 1)-óðîâíåâîãî áèíàðíîãî äåðåâà. Âåðøèíû
ïðîãðàììû DP ïîìå÷àþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè |ψ〉 ïðîãðàììû Q . Óðîâåíü 0 ñîäåðæèò
íà÷àëüíóþ âåðøèíó DP , ïîìå÷åííóþ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì |ψ0〉 ïðîãðàììû Q .
Óðîâåíü i ∈ {0, . . . , ℓ} ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ i-é øàã âû÷èñëåíèÿ. Èç êàæäîé âåð-
øèíû |ψ〉 óðîâíÿ i , i ∈ {0, . . . , ℓ − 1} , èñõîäÿò äâà ðåáðà, ïîìå÷åííûå xji = 0 è
xji = 1 , ãäå xji  ïåðåìåííàÿ, ñ÷èòûâàåìàÿ íà øàãå i . åáðî xji = γ âåäåò èç
âåðøèíû |ψ〉 óðîâíÿ i â âåðøèíó |ψ′〉 óðîâíÿ i + 1 , åñëè ÑÊÂÏ Q , íàõîäÿñü íà
øàãå i â ñîñòîÿíèè |ψ〉 , ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå |ψ′〉 ïðè ñ÷èòûâàíèè xji = γ .
Âåðøèíû ℓ-ãî óðîâíÿ ÿâëÿþòñÿ èíàëüíûìè. Ôèíàëüíûå âåðøèíû |ψ〉 ∈ [A]
äîïîëíèòåëüíî ïîìå÷àþòñÿ åäèíèöåé (ïðèíèìàþùèå âåðøèíû ïðîãðàììû DP ),
à âåðøèíû |ψ〉 ∈ [R] äîïîëíèòåëüíî ïîìå÷àþòñÿ íóëåì (îòâåðãàþùèå âåðøèíû
ïðîãðàììû DP ).
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïèñàíèÿ ïðîãðàììû DP ñëåäóåò
Ñâîéñòâî 2. ÄÂÏ DP âû÷èñëÿåò òó æå óíêöèþ f, ÷òî è ÑÊÂÏ Q, è èìååò
ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè: l(DP ) = ℓ è w(DP ) = 2ℓ .
2.2. Ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ÄÂÏ DP. Ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ è àêòû òåî-
ðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïðèâåäåíû â êíèãå [11℄. Ïóñòü M  ýòî ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ . îâîðÿò, ÷òî òî÷êè µ, µ′ èç M ñâÿçàíû θ -öåïüþ, åñëè
ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî µ1, µ2, . . . , µm òî÷åê èç M òàêèõ, ÷òî µ1 = µ, µm =
= µ′ è ρ(µi, µi+1) < θ äëÿ i ∈ {1, . . . ,m − 1} . Ïîäìíîæåñòâî C ⊆ M íàçûâàåòñÿ
θ -êîìïîíåíòîé, åñëè ïðîèçâîëüíûå äâå òî÷êè µ, µ′ ∈ C ñâÿçàíû θ -öåïüþ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψi , i ∈ {0, . . . , ℓ} , ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé (âåðøèí) ïðî-
ãðàììû DP óðîâíÿ i . Íà ìíîæåñòâå Ψi îïðåäåëèì ìåòðèêó ρ ïî îðìóëå
ρ(|ψ〉, |ψ′〉) = ‖ |ψ〉 − |ψ′〉 ‖ . Äëÿ θ > 0 ÷èñëî θ -êîìïîíåíò ìíîæåñòâà Ψi , i ∈
∈ {0, . . . , l} , çàâèñèò îò ñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Ψi (ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âñå ìíî-
æåñòâî Ψi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó θ -êîìïîíåíòó). Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî äàåò
âåðõíþþ îöåíêó ÷èñëà âîçìîæíûõ θ -êîìïîíåíò ìíîæåñòâà Ψi .
Ñâîéñòâî 3. Äëÿ i ∈ {0, . . . , ℓ} , θ > 0 ÷èñëî ti θ -êîìïîíåíò ìíîæåñòâà Ψi
îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé
ti ≤
(
1 +
2
θ
)2w(Q)
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ci ìíîæåñòâî âñåõ θ -êîìïîíåíò ìíîæå-
ñòâà Ψi . Â êàæäîé θ -êîìïîíåíòå C ∈ Ci âûáåðåì îäíó òî÷êó |α〉 ∈ C . Åñëè
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ðàññìîòðåòü ñåðû ðàäèóñà θ/2 ñ öåíòðàìè â òàêèõ òî÷êàõ |α〉 ∈ C , òîãäà âñå
ýòè ñåðû ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ìîãóò èìåòü îáùèå òî÷êè ëèøü íà ãðà-
íèöàõ. Âñå ýòè ñåðû íàõîäÿòñÿ â áîëüøåé ñåðå ðàäèóñà 1 + θ/2 ñ öåíòðîì â
|(0, 0, . . . , 0)〉 . Îáúåì ñåðû ðàäèóñà r â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå Hd is ðàâåí
cr2d (â êîìïëåêñíîçíà÷íîì ïðîñòðàíñòâå Hd êàæäàÿ òî÷êà |α〉 èìååò ðàçìåðíîñòü
2d). Êîíñòàíòà c çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîé ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà Hd . Òàêèì îá-
ðàçîì, èìååì
ti ≤
c
(
1 +
θ
2
)2d
c
(
θ
2
)2d =
(
1 +
2
θ
)2w(Q)
.
Íà êàæäîì óðîâíå i ∈ {0, . . . , ℓ − 1} ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòîÿíèé |ψ〉 ïðîãðàì-
ìû DP çàäàþòñÿ óíèòàðíîé (d × d)-ìàòðèöåé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì
γ ñ÷èòûâàåìîé ïåðåìåííîé xji . Äëÿ ïîäìíîæåñòâà D ⊆ Ψi è óíèòàðíîé (d × d)-
ìàòðèöû M ïîëîæèì D′ = {|ψ′〉 : |ψ′〉 =M |ψ〉, |ψ〉 ∈ D} (ìíîæåñòâî D′ = M(D) 
îáðàç D äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ M ). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðî-
ãðàììà DP ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ïðèíàäëåæíîñòè ñîñòîÿíèé îäíîé θ -êîìïîíåíòå
ïðè óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.
Ñâîéñòâî 4. Äëÿ ÄÂÏ DP , äëÿ i ∈ {0, . . . , ℓ − 1} , θ > 0 , äëÿ ïðîèçâîëüíîé
θ -êîìïîíåíòû C ìíîæåñòâà Ψi è ïðîèçâîëüíîé óíèòàðíîé (d × d)-ìàòðèöû M
ìíîæåñòâî M(C) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîé θ -êîìïîíåíòû C′ ìíîæåñòâà
Ψi+1 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå ρ ìåæäó
âåêòîðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 è |µ〉 âõîäÿò â îäíó θ -êîìïîíåíòó
C ∈ Ci , òî èõ îáðàçû |ψ′〉 = M |ψ〉 è |µ′〉 = M |µ〉 âõîäÿò â îäíó θ -êîìïîíåíòó
C′ ∈ Ci+1 .
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ θ = 2ε ìíîæåñòâî [A] ïðèíèìà-
þùèõ âåðøèí è ìíîæåñòâî [R] îòâåðãàþùèõ âåðøèí ïðîãðàììû DP ÿâëÿþòñÿ
îáúåäèíåíèÿìè θ -êîìïîíåíò ìíîæåñòâà Ψℓ ñîñòîÿíèé óðîâíÿ ℓ .
Ñâîéñòâî 5. Ïóñòü Cℓ = {C1, . . . , Ct}  ýòî ìíîæåñòâî θ -êîìïîíåíò Ψℓ äëÿ
θ = 2ε . Òîãäà
[A] =
⋃
i∈I
Ci è [R] =
⋃
i∈J
Ci,
ãäå I ∪ J = {1, . . . , t} è I ∩ J = ∅ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÄÂÏ DP èìååì, ÷òî ìíîæåñòâî Ψℓ
ñîñòîÿíèé óðîâíÿ ℓ ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâî [A] ïðèíèìàþùèõ âåðøèí è ìíî-
æåñòâî [R] îòâåðãàþùèõ âåðøèí ïðîãðàììû DP . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé
θ -êîìïîíåíòû C ∈ Cℓ âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ âêëþ÷åíèé C ⊆ [A] èëè C ⊆ [R] .
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü îòñóòñòâèå θ -öåïåé ìåæäó òî÷êàìè ìíîæåñòâ [A] è
[R] , òî åñòü ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ |ψ〉 ∈ [A] è |ψ′〉 ∈ [R] ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
ρ(|ψ〉, |ψ′〉) ≥ θ = 2ε. (1)
Ïóñòü |ψ〉 = (z1, . . . , zd) è |ψ′〉 = (z′1, . . . , z
′
d) . Òîãäà èìååì
2ε ≤
∑
i∈Aept
(|zi|
2 − |z′i|
2) =
∑
i∈Aept
(|zi| − |z
′
i|)(|zi|+ |z
′
i|) ≤
∑
i∈Aept
(|zi − z
′
i|)(|zi|+ |z
′
i|).
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó èìååì
2ε ≤
∑
i∈Rejet
(|z′i|
2 − |zi|
2) =
∑
i∈Rejet
(|z′i| − |zi|)(|zi|+ |z
′
i|) ≤
∑
i∈Rejet
(|zi − z
′
i|)(|zi|+ |z
′
i|).
Îáúåäèíÿÿ äâà ýòèõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì
4ε ≤
d∑
i=1
(|zi − z
′
i|)(|zi|+ |z
′
i|). (2)
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî ÊîøèÁóíÿêîâñêîãî

 d∑
i=1
aibi ≤
√√√√ d∑
i=1
a2i
√√√√ d∑
i=1
b2i

 , èç (2)
ïîëó÷àåì
4ε ≤ ‖ |ψ〉 − |ψ′〉 ‖
√√√√ d∑
i=1
(|zi|+ |z′i|)
2.
Èç íåðàâåíñòâà ÊîøèÁóíÿêîâñêîãî òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî
√√√√ d∑
i=1
(|zi|+ |z′i|)
2 ≤ ‖ |ψ〉 ‖+ ‖ |ψ′〉 ‖ = 2
Äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà äîêàçûâàþò (1).
2.3. Âòîðîé ýòàï (ïîñòðîåíèå ÄÂÏ P). Ïîñòðîåíèå èñêîìîé ÄÂÏ P
îñíîâûâàåòñÿ íà ñâîéñòâàõ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ïîëîæèì θ = 2ε . Ïðîãðàììà P
 ýòî (ℓ + 1)-óðîâíåâàÿ çàáûâàþùàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà. Íà óðîâíå j ñ÷èòû-
âàåòñÿ ïåðåìåííàÿ xij (êàê â ïðîãðàììå DP ). Âåðøèíàì óðîâíÿ j ñîîòâåòñòâóþò
θ -êîìïîíåíòû èç Cj . Èç âåðøèíû C ∈ Cj ðåáðî, ïîìå÷åííîå xij = γ , âåäåò â
âåðøèíó C′ ∈ Cj+1 , åñëè Mj(γ)(C) ⊆ C
′
. Âåðøèíà C ∈ Cℓ ïîñëåäíåãî óðîâíÿ ℓ
äîïîëíèòåëüíî ïîìå÷àåòñÿ åäèíèöåé (íóëåì), åñëè C ⊆ [A] (C ⊆ [R]).
Èç îïèñàíèÿ ÄÂÏ P ñëåäóåò, ÷òî P âû÷èñëÿåò òó æå óíêöèþ f, ÷òî è ÄÂÏ
DP, è åå øèðèíà w(P ) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó:
w(P ) ≤ max
0≤i≤ℓ
|Ci| ≤
(
1 +
1
ε
)2w(Q)
.
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Çàêëþ÷åíèå
Êëàññ ñëîæíîñòè NC1 (ñì., íàïðèìåð, [12℄) ñîäåðæèò â ñåáå âñå áóëåâû óíê-
öèè f(x1, . . . , xn) , âû÷èñëèìûå ñõåìàìè èç óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîëèíî-
ìèàëüíîé ñëîæíîñòè ãëóáèíû O(log n) . Êëàññ NC1 âõîäèò â êëàññ P . Âîïðîñ
î ñîáñòâåííîì âêëþ÷åíèè NC1 $ P ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç BPw ìíîæåñòâî áóëåâûõ óíêöèé, âû÷èñëèìûõ âåòâÿùèìè-
ñÿ ïðîãðàììàìè ïîëèíîìèàëüíîé (îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ óíêöèè) ñëîæíîñòè è
øèðèíû w . Ïîëîæèì BP
onst
= ∪w≥1BPw . Îáîçíà÷èì ÷åðåç SQBPw êëàññ ñëîæ-
íîñòè, ñîäåðæàùèé áóëåâû óíêöèè, âû÷èñëèìûå ñèíòàêñè÷åñêèìè êâàíòîâûìè
âåòâÿùèìèñÿ ïðîãðàììàìè ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè è øèðèíû w .
Â ðàáîòå [8℄ ïîêàçàíî, ÷òî óæå â ñëó÷àå øèðèíû 2 êâàíòîâûå âåòâÿùèåñÿ ïðî-
ãðàììû îáëàäàþò áîëüøèìè âû÷èñëèòåëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè: SQBP2 = NC
1
.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî àêòà îñíîâàíî íà ñîîòíîøåíèè BP
onst
= BP5 = NC
1
,
óñòàíîâëåííîãî â [12℄, à èìåííî: â [8℄ äîêàçûâàþòñÿ äâà âêëþ÷åíèÿ
BP5 ⊆ SQBP2 è SQBPw ⊆ BPonst.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1 äàåò êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî
âêëþ÷åíèÿ SQBPw ⊆ BPonst , òî åñòü ïî ÑÊÂÏ Q øèðèíû onst, âû÷èñëÿþùåé
áóëåâó óíêöèþ f ñ íàäåæíîñòüþ 1/2+ε , ìû ñòðîèì ÄÂÏ P øèðèíû onst′ ≤ (1+
+ 1/ε)2onst , âû÷èñëÿþùóþ òó æå óíêöèþ f .
Summary
F.M. Ablayev. On Complexity of Classial Simulation of Quantum Branhing Programs.
The paper onsiders syntatial quantum branhing programs that ompute Boolean
funtions with bounded error. Classial simulation tehnique is presented for suh quantum
programs and omplexity of suh simulation is estimated. The estimation of simulation
omplexity is shown to be lose to optimal on the example of MODm funtion.
Classial simulation tehnique for quantum programs presents onstrutive approah for
proving inlusion of lass of funtions, omputed with bounded error by syntatial quantum
branhing programs, into the omplexity lass NC
1
.
Key words: quantum algorithms, simulation omplexity, branhing program.
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